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入 学 試 験 問 題 前
数 学（理科）
（配点 120点）

第 2回予想問題 150分

注 意 事 項

1 試験開始の合図があるまで，この問題紙を開いてはいけません。
2 問題は第 1問から第 6問までの 6題です。すべてに解答しなさい。
3 解答には，必ず黒色鉛筆（または黒色シャープペンシル）を使用しなさい。
4 2枚の解答用紙を使うつもりで，第 1問〜第 3問と第 4問〜第 6問に分けて解答しなさい。解答は大問ごとに
独立した欄に書き，欄外にはみ出さないこと。

5 答えだけを書いた答案には点を与えません。結論に至る過程を筋道立てて記述しなさい。
6 問題紙の余白は，計算用に使用してもかまいません。
7 本書は市販の予想問題集であり，試験時間 150分・配点 120点は本番と同じに設定してあります。

本書は独自作成の非公式予想問題集であり，東京大学公式の教材・過去問・模擬試験ではない。



第 6 問

nを正の整数とし，θ =
π

4n
とおく。

Tn =
n−1∑

k=0

1

cos kθ cos(k + 1)θ

とする。
(1) xが x = 0かつ x+ θ <

π

2
をみたすとき

tan(x+ θ)− tanx =
sin θ

cosx cos(x+ θ)

が成り立つことを示せ。
(2) Tn を nを用いて表せ。
(3) 極限 lim

n→∞
Tn

n
を求めよ。
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第 5 問

数列 {an}を
a1 = 1, a2 = 1, an+1 =

a2n + 2

an−1
(n = 2, 3, 4, . . .)

で定める。
(1) n = 2のとき an+1 + an−1 = 4an が成り立つことを示せ。また，すべての正の整数 nに対し an は正の整
数であることを示せ。

(2) すべての正の整数 nに対し，an と an+1 は互いに素であることを示せ。
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第 3回 解答・解説

第 1問── e−n sinx の積分の減り方

In は n → ∞で 0に収束するが，本問が問うのはどれくらいの速さで 0になるかである。被積分関数は xが 0

に近いところだけが効く。実際 sinx ; xだから
∫ 1

0

e−nxdx =
1− e−n

n
で，nが大きいと 1

n
に近い——これが

答の見当になる。これを厳密にするために，x = 0の近くとそれ以外に分けて評価する。
(1) まず右側の sinx 5 x を示す。g(x) = x − sinx とおくと g′(x) = 1 − cosx = 0 だから g は増加し，

g(0) = 0より x = 0で g(x) = 0，すなわち sinx 5 xである。
つぎに左側の 2

π
x 5 sinxを示す。h(x) = sinx− 2

π
xとおくと h(0) = 0，h

(π

2

)

= 1− 1 = 0である。また
h′(x) = cosx− 2

π

であり，0 5 x 5
π

2
で cosxは減少するから h′ も減少する。h′(0) = 1 − 2

π
> 0，h′

(π

2

)

= − 2

π
< 0だから，

h′(x) = 0となる x = x0 がただ 1つあり，hは 0 5 x 5 x0 で増加，x0 5 x 5
π

2
で減少する。よって hの最小

値は両端でとり，どちらも 0であるから，0 5 x 5
π

2
で h(x) = 0である。 �

(2) この不等式を使って積分を評価する。0 5 x 5
π

2
で sinxは増加するから，δ 5 x 5

π

2
では sinx = sin δ

である。さらに (1)より sin δ =
2

π
δ だから

e−n sin x 5 e−n sin δ 5 e−
2nδ

π

である。区間の長さは π

2
− δ 5

π

2
だから

∫ π

2

δ

e−n sin xdx 5
π

2
e−

2nδ

π

が成り立つ。 �

最後に極限を求める。まず u = 0で eu =
u3

6
を示す。F (u) = eu − u3

6
とおくと

F ′(u) = eu − u2

2
, F ′′(u) = eu − u, F ′′′(u) = eu − 1

である。u = 0 で F ′′′(u) = 0 だから F ′′ は増加し，F ′′(0) = 1 > 0 より F ′′ > 0。よって F ′ は増加し，
F ′(0) = 1 > 0より F ′ > 0。よって F は増加し，F (0) = 1 > 0より F > 0である。
したがって t > 0，c > 0のとき ect =

(ct)3

6
であるから

0 < t2e−ct =
t2

ect
5

6t2

c3t3
=

6

c3t

となる。t → ∞で右辺は 0に収束するから，はさみうちの原理により lim
t→∞

t2e−ct = 0である。 �
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