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1 関数 f(x)は x = 0で微分可能であり，
f(0) = 0, x > 0において f

′(x) > 0, lim
x→∞

f(x) = ∞

をみたすとする。このとき f は x = 0で増加し（0 5 x1 < x2 ならば f(x1) < f(x2)），値域が y = 0となるから，逆関数 g が
y = 0で定まる。以下の問いに答えよ。
(1) a > 0とする。等式

∫ a

0

f(x) dx+

∫ f(a)

0

g(y) dy = a f(a)

が成り立つことを証明せよ。また，a > 0, b > 0とする。不等式
∫ a

0

f(x) dx+

∫ b

0

g(y) dy = ab

が成り立つことを証明せよ。また，等号が成り立つのは b = f(a)のときに限ることを示せ。
(2) p > 1とし，1

p
+

1

q
= 1とする。(1)を用いて，a > 0, b > 0に対し

ab 5
ap

p
+

bq

q

が成り立つことを示せ。さらに，nを 2以上の整数とする。正の実数 a1, . . . , an, b1, . . . , bn が
a

p
1 + a

p
2 + · · ·+ a

p
n = 1, b

q
1 + b

q
2 + · · ·+ b

q
n = 1

をみたすとき，a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn 5 1が成り立つことを示せ。
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4 鋭角三角形 ABCの外接円を Γとし，その半径をRとする。Γ上の点 P（A, B, Cのいずれとも異なる）から直線 BC, CA, ABに下
ろした垂線の足を，それぞれ D, E, Fとする。以下の問いに答えよ。なお，Pは弧 BC（Aを含まない方）の内部にあるとしてよい。
(1) 4点 P, D, C, Eは同一円周上にあり，4点 P, D, B, Fも同一円周上にあることを示せ。
(2) 3点 D, E, Fは同一直線上にあることを証明せよ。
(3) 4点 A, E, P, Fは線分 APを直径とする同一円周上にあることを示し，EF = AP · sin∠BACが成り立つことを示せ。
(4) Pが Γ上を動くとき，線分 EFの長さの最大値を，三角形 ABCの辺の長さを用いて表せ。
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4 以下の問いに答えよ。
(1) p, q を正の整数とするとき p2 6= 2q2 であることを示せ。したがって ∣

∣p2 − 2q2
∣

∣ = 1である。
(2) p, q を正の整数とする。等式

∣

∣

∣

∣

√
2− p

q

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣2q2 − p2
∣

∣

q2
(√

2 +
p

q

)

が成り立つことを示せ。
(3) すべての正の整数 p, q に対して

∣

∣

∣

∣

√
2− p

q

∣

∣

∣

∣

>
1

3q2

が成り立つことを証明せよ。
(4) 実数 xに対し，xを超えない最大の整数を [x]と書き，x− [x]を xの小数部分という。N を 2以上の整数とする。N + 1個の
数 0 ·

√
2, 1 ·

√
2, . . . , N

√
2の小数部分を考えることにより，

∣

∣

∣

∣

√
2− p

q

∣

∣

∣

∣

<
1

Nq
かつ 1 5 q 5 N

をみたす正の整数 p, q が存在することを示せ。さらに，これを用いて
∣

∣

∣

∣

√
2− p

q

∣

∣

∣

∣

<
1

q2

をみたす正の整数の組 (p, q)が無限に多く存在することを示せ。
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第 3回 解答・解説

大問 1──弦と接線がはさむ 2つの面積

x

A

B

T

a m b

S

U

C

弦 ABと接線は平行である。この 1点が (2)のすべてを決める。

(1)

接点の位置
y = logxより y′ =

1

x
であるから，C 上の点 (s, log s)における接線の傾きは 1

s
である。直線 ABの傾きは

log b− log a
b− a

であるから，接線が ABに平行であることは
1

s
=

log b− log a
b− a

と同値である。右辺は 0 < a < bより正の定数だから，これをみたす s > 0はただ 1つに定まり

答 : m =
b− a

log b− log a

である。とくに，条件をみたす接線がただ 1本であることも同時に示された。
次に a < m < bを示す。f(x) = logxは [a, b]で連続，(a, b)で微分可能であるから，平均値の定理により

log b− log a
b− a

= f ′(c) =
1

c

をみたす cが a < c < bの範囲に存在する。mの定め方より 1

m
=

1

c
であり，m, cはともに正だから m = c

である。よって
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