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第 1 問 （50点）

（第 1問の問 1，問 2，問 3，問 5については解のみを記入すること．）
aを 0 < a < 1をみたす実数とする．2つの曲線

y =
1

1 + x
, y =

1

1 + ax

および直線 x = 1で囲まれた部分の面積を S(a)とする．以下の問いに答えよ．
問 1 S(a)を aを用いて表せ．
問 2 極限値 lim

a→+0
S(a)を求めよ．

問 3 極限値 lim
a→1−0

S(a)を求めよ．
問 4 S(a)は 0 < a < 1の範囲で減少することを示せ．
問 5 極限値 lim

a→1−0

S(a)

1− a
を求めよ．

－ 35－



第 3 問 （50点）

（第 3問の問 1，問 3，問 4，問 5については解のみを記入すること．）
iは虚数単位とする．θを 0 < θ < 2π をみたす実数とし，z = cos θ+ i sin θとおく．また nを自然数とす

る．以下の問いに答えよ．
問 1 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 を z と nを用いて表せ．
問 2 等式

n−1
∑

k=0

cos kθ =
sin

nθ

2
cos

(n− 1)θ

2

sin
θ

2

が成り立つことを示せ．
問 3

6
∑

k=0

cos
2kπ

7
を求めよ．

問 4
6
∑

k=1

cos2
kπ

7
を求めよ．

問 5
6
∑

k=0

cos
kπ

7
を求めよ．

－ 85－



第 4 問 （50点）

（第 4問の問 2，問 3，問 4，問 5については解のみを記入すること．）
以下の問いに答えよ．
問 1 0 5 x 5 1のとき x3 + (1− x)3 > 0であることを示し，

g(x) =
x3

x3 + (1− x)3

に対して g(x) + g(1− x) = 1が成り立つことを示せ．
問 2 定積分

∫ 1

0

g(x) dxを求めよ．

問 3 定積分
∫ 2

0

√
x√

x+
√
2− x

dxを求めよ．

問 4 定積分
∫ π

0

x sin2 x dxを求めよ．
問 5 定積分

∫ π

0

x

1 + sinx
dxを求めよ．

－ 108－
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第 3回 解答・解説

第 1問（40点）──定積分と区分求積

型を見抜くだけの問題である。分数式は割り算，根号は置換，対数は部分積分という三原則で片づく。
問 1 10 点 分子の次数が分母以上なので，まず割り算をする。x3 = x(x2 + 1)− xであるから

x3

x2 + 1
= x− x

x2 + 1
.

(

log(x2 + 1)
)′

=
2x

x2 + 1
に注意して
∫ 1

0

x3

x2 + 1
dx =

[

x2

2
− 1

2
log(x2 + 1)

]1

0

=
1

2
− 1

2
log 2.

答 : 1

2
− 1

2
log 2

問 2 10 点 t =
√
xとおくと x = t2，dx = 2t dtで，x : 1 → 4のとき t : 1 → 2である。

∫ 4

1

dx

x+
√
x
=

∫ 2

1

2t

t2 + t
dt =

∫ 2

1

2

t+ 1
dt =

[

2 log(t+ 1)
]2

1
= 2 log 3− 2 log 2.

答 : 2 log
3

2

問 3 10 点 部分積分を 2回行う。(logx)2 を 1 · (logx)2 とみて
∫

(logx)2dx = x(logx)2 −
∫

x · 2 logx
x

dx = x(logx)2 − 2

∫

logx dx = x(logx)2 − 2x logx+ 2x+ C.

よって
∫ e

1

(logx)2dx =
(

e− 2e+ 2e
)

−
(

0− 0 + 2
)

= e− 2.

答 : e− 2
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