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3 x > 0に対し f(x) = xx と定める。以下の問いに答えよ。
（問 1） すべての正の実数 tに対して log t < 2

√
tが成り立つことを示せ。

（問 2） lim
x→+0

f(x) = 1を示せ。また f(x)の増減を調べ，最小値を求めよ。
（問 3） aを正の実数とする。aの値で場合分けして，方程式 xx = aをみたす正の実数 xが何個あるかを答えよ。

4 複素数平面上に，|α| = |β| = |γ| = 1をみたす相異なる複素数 α，β，γ が表す 3点 A，B，Cをとる。原点を O

とし，複素数 α+ β + γ が表す点を Hとする。以下の問いに答えよ。
（問 1） β + γ 6= 0のとき，β + γ

γ − β
の実部は 0であることを示し，直線 AHと直線 BCは垂直であることを示せ。

（問 2） 点 Hは三角形 ABCの垂心であることを示せ。
（問 3） 点 Hが原点 Oに一致するのは，三角形 ABCが正三角形であるときに限ることを示せ。
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3 aを正の実数とし，方程式
sinx = ax

の正の解について考える。以下の問いに答えよ。
（問 1） a = 1のとき，この方程式は正の解をもたないことを示せ。
（問 2） 0 < a < 1のとき，この方程式は正の解をもち，正の解はすべて 0 < x 5

1

a
をみたすことを示せ。また，

正の解は有限個であることを示せ。
（問 3） 0 < a < 1とし，正の解のうち最大のものをM(a)とする。 lim

a→+0
aM(a)を求めよ。

4 xy平面において，x座標と y座標がともに整数である点を格子点とよぶ。正の整数 nに対し，放物線 y = x2 と
直線 y = n2 で囲まれた図形（境界を含む）に属する格子点の個数を N(n)とする。以下の問いに答えよ。
（問 1） k を −n 5 k 5 nをみたす整数とする。直線 x = k 上にあるこの図形の格子点の個数を求めよ。
（問 2） N(n)を nを用いて表せ。
（問 3） N(n)− 4

3
n3 を nを用いて表せ。また lim

n→∞

N(n)

n3
を求めよ。
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第 3回 解答・解説

大問 1── 2円に接する円の中心が描く楕円

x

y

OF1 F2

P

C1

C2

C

Pの軌跡

C は C1 に外接し C2 に内接する。中心 Pは F1，F2 を焦点とする楕円（破線）の上を動く。
F1(−1, 0)，F2(1, 0)であり，C1 の半径は 1，C2 の半径は 3である。
（問 1） 円 C（中心 P，半径 r）が円 C1（中心 F1，半径 1）に外接するとは，2円が 1点を共有し，たがいに
外部にあることである。このとき中心間の距離は半径の和に等しく

PF1 = r + 1.

また C が円 C2（中心 F2，半径 3）に内接するとは，C が C2 の内部にあって 1点を共有することであり，こ
のとき中心間の距離は半径の差に等しく

PF2 = 3− r.

辺々加えると r が消えて

答 : PF1 + PF2 = (r + 1) + (3− r) = 4

が成り立つ。 �
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