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(1) すべての実数 a, bに対して
a4 + 4b4 =

(

a2 + 2b2 + 2ab
)(

a2 + 2b2 − 2ab
)

が成り立つことを示せ。
(2) n4 + 4n が素数となる正の整数 nをすべて求めよ。

2 aを実数とする。曲線 C : y = x3 − 3x2 に点 (0, a)から引ける接線の本数を，aの値によって場合分け
して求めよ。

3 0 5 θ < 2π とし，f(θ) = cos 3θ − 3 cos θ とおく。
(1) f(θ)の最大値と最小値を求めよ。
(2) aを実数とする。方程式 f(θ) = aが 0 5 θ < 2π の範囲にちょうど 4個の解をもつような aの値の範

囲を求めよ。
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4 1辺の長さが 1の正四面体 OABCにおいて，辺 BC上に点 Xをとり，BX = s（0 5 s 5 1）とする。
(1) OX = AXであることを示し，三角形 OAXの面積 T (s)を求めよ。
(2) T (s)の最小値を求めよ。
(3) 平面 OAXは正四面体 OABCを 2つの立体に分ける。Bを含む側の立体の体積を sを用いて表せ。

5 nを 3以上の整数とする。1から nまでの番号のついた n枚のカードから無作為に 3枚を選び，その番
号の最大値をM，最小値をmとする。
(1) M −m = 2となる確率を求めよ。
(2) M −mの期待値を求めよ。
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4 座標空間内に，0 5 x 5 1，0 5 y 5 1，0 5 z 5 1をみたす点 (x, y, z)全体からなる立方体K がある。
0 < c < 3をみたす実数 cに対し，平面 x+ y + z = cによるK の切り口の面積を S(c)とする。
(1) 0 < c 5 1のとき S(c)を求めよ。
(2) 1 5 c 5 2のとき S(c)を求めよ。
(3) S(c)の最大値を求めよ。

5 nを正の整数とする。1個のさいころを n回投げ，出た目の積をX とする。
(1) X が 4の倍数でない確率を nを用いて表せ。
(2) X が 6の倍数である確率を nを用いて表せ。
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合格答案をつくるシリーズ 一橋数学 2027

第 3回 解答・解説

大問 1── abが a2 + b2 + 1を割り切る組

(1) g を aと bの最大公約数とし，a = gx，b = gy（x, y は互いに素な正の整数）とおく。
ab = g2xy, a2 + b2 = g2

(

x2 + y2
)

であるから，abが a2 + b2 を割り切ることは
xy が x2 + y2 を割り切る

ことと同値である。
このとき，とくに xが x2 + y2 を割り切る。xは x2 を割り切るから，差をとって

xは y2 を割り切る
が従う。ところが xと yは互いに素だから xと y2 も互いに素であり，xが y2 を割り切るなら x = 1でなけれ
ばならない。y についても同様にして y = 1を得る。よって a = b = g である。 �

(2) k =
a2 + b2 + 1

ab
とおくと，仮定より k は正の整数である。このとき a2 + b2 + 1 = kab，すなわち

b2 − (ka) b+
(

a2 + 1
)

= 0 (∗)

であるから，bは tの 2次方程式 t2 − (ka)t+
(

a2 + 1
)

= 0の解の 1つである。もう 1つの解を b′ とすると，
解と係数の関係より

b+ b′ = ka, b b′ = a2 + 1

である。
まず，b′ が正の整数であることを示す。b′ = ka − b であり k, a, b は整数だから b′ は整数である。また

b b′ = a2 + 1 > 0かつ b > 0だから b′ > 0である。よって b′ =
a2 + 1

b
は正の整数である。

つぎに，b′ 5 aであることを示す。a < bより b = a+ 1であるから
b′ =

a2 + 1

b
5

a2 + 1

a+ 1
<

a2 + a+ 1

a+ 1
< a+ 1
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